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Einleitnng. 



In seinen ersten Untersuchungen über Trans- 
formationsgruppen*) zeigt Herr Professor Dr. Lie, 
dass alle continuierlichen Transformationsgruppen einer 
Geraden und einer Ebene, welche durch beliebige 
analytische Gleichungen definiert sind , durch Einführung 
zweckmässiger Veränderlicher auf gewisse kanonische 
Formen gebracht werden können. 

Es ist nun möglich, wie Herr Lie bei verschiedenen 
Gelegenheiten hervorgehoben hat, sich ein spezielleres 
Problem zu stellen. Man kann sich nämlich von vom 
herein auf reelle Gruppen beschränken und sich die 
Aufgabe vorlegen, reelle kanonische Formen zu 
finden, auf welche alle reellen Gruppen einer Geraden 
und einer Ebene durch reelle Yariablenänderung 
gebracht werden können. Wenn auch die Erledigung 
dieses Problems keine ernste Schwierigkeit darbietet, 
glauben wir doch, dass eine ausführliche Behandlung 
desselben nützlich sein wird. 

Die folgenden Entwicklungen schliessen sich an 
die oben zitierte Arbeit des Herrn Lie in den Math. 



*) Qtfttins^er Nachrichten 1874, Archiv for Mathematik 
Chrifltiania 1876—78, Math. Ann. Bd. 16. 
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Ann. Bd. Vm an. Im Übrigen haben wir mehrfach 
seine Verlesung im Wintersemester 1886—87 über 
Transformationsgruppen verwertet. 

Schliesslich sei es mir erlaubt, an dieser Stelle 
Herrn Professor Br. Lie meinen wärmsten Dank aus- 
zusprechen für die vielfache Anregung und Förderung, 
die er mir bei Abfassung dieser Arbeit hat zu Teil 
werden lassen. 
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§1. 

Die reellen Gruppen der einfach aasgedehnten 

Mannigfaltigkeit. 

um die kanonischen Formen aller reellen Gruppen 
einer einfach aasgedehnten Mannigfaltigkeit M^ anfzu- 
stellen, beweisen wir zunächst den Hilfssatz: Jede 
reelle r-gliedrige Gruppe einer M^ besitzt 
reelle (r — l)-gliedrige Untergruppen. 

Nach einem von Herrn Lie gegebenen Satze er- 
zeugen r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen Xi (f), X3 (f) . . Xr (f) von der Form 

X,(f)=|,(x)|| 

dann eine r-gliedrige Gruppe, wenn für jedes i und k 
von 1 bis r eine Gleichung von der Form besteht: 

(XiXk) =(Xi Ik — Xkli)^ = i?«Cik.X.(f), 

ax 1 

worin die Ciki Oonstante sind. Biese Gruppe ist reell, 
d. h. ihre endlichen Gleichungen stellen oo ' reelle Trans- 
formationen dar dann und nur dann, wenn sie r reelle 
unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, 
wenn es also mOglich ist, die Xk (f) so zu wählen, 
dass die §k alle reell sind. Das denken wir uns aus- 
gefOhrt. 

Nach einem weiteren von Herrn Lie bewiesenen 
Satze erzeugen alle diejenigen infinitesimalen Trans- 
formationen einer Gruppe, welche ein und dieselbe Figur 
invariant lassen, eine Untergruppe der betreffenden 
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Gruppe. Dies muss alsd insbesondere auch von allen 
denjenigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
Xi(f) . . . Xr (f) gelten, welche einen reellen Punkt 
X = x^ von allgemeiner Lage invariant lassen. Die 
allgemeinste reelle infinitesimale Transformation 

Ci Xi (f) + . . . . +CrXr(f) 

unserer Gruppe, welche den Punkt x = Xo invariant 
lässt, findet man aber, wenn man die Grössen c der 
Bedingung unterwirft: 

. Cj §1 (Xo) . . . . + Cr Ir (Xo) = 0; 

und aus dieser Gleichung kann man jedenfalls eine der 
Grössen c durch die übrigen, welche vollkommen will- 
kürlich bleibßn, in reeller Weise ausdrücken. Die Gruppe 
Xj (f) . . Xg (f) enthält daher sicher r — 1 unabhängige 
reelle infinitesimale Transformationen, die eine (r— 1) 
gliedrige reelle Untergruppe erzeugen. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

Nunmehr ist es leicht, alle reellen Gruppen der 
Ml auf kanonische Formen zu bringen. 

Zu dem Ende setzen wir noch folgenden von Herrn 
Lie aufgestellten Satz voraus: Eine Gruppe der einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit enthält nicht mehr als 
drei unabhängige infinitesimale Transformationen. Wir 
brauchen daher nur die eingliedrigen, zweigliedrigen und 
di*eigliedrigen reellen Gruppen der M^ zu bestimmen, 
was wir jetzt der Reihe nach thun wollen. 

I. 
Habeu wir eine eingliedrige reelle Gruppe der ein- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit und ist 

eine infinitesimale Transformation derselben, so können 
wir ohne Beschränkung der AUg^neinheit annehmen. 
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dass 17 reell ist. um diese Grnppe auf eine einfache 

Form zu bringen , fähren wir eine neue Veränderliche 

X ein. Dann wird: 

df^df dx 

dy dx' dy 
and 

df dx df 

dy dy dx 

Wir versuchen nun x so zu wählen, dass^Y(f) die 

Form: 

erhält. Anf diese Weise bekommen wir für z die Dif- 
f erentialgleichong : 

dx . 

welche integriert ergiebt: 

•dy 
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Da 17 reell ist, wird auch x reell. 

Demnach kann jede eingliedrige Gruppe der 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch 
reelle Yariablenänderung die Form erhalten: 



n. 

Ist eine reelle Gruppe der einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit zweigliedrig, so enthält sie zwei reelle 
unabhängige infinitesimale Transformationen 

Y.(f) = ^.(y)|| 

welche eine Relation von der Form 



— 10 — 

(Y,Y,) = c,T,(f) + e,T,(f) 
erfüllen. Hier sind c^ nnd c^ reelle Oonstante nnd 
bekanntlich nicht gleichzeitig gleich Null , weshalb etwa 
c^ von Nnll verschieden angenommen werden darf. 
Setzen wir daher: 

Y/(f) = Y, (f) + l'-Y, (f), Y,'(f) = -^ Y, (f), 

so werden Yi'(f), Y',(f) reelle Transformationen unserer 
Gruppe und erfüllen die Belation: 

(Y/ Y,') = Y,'(f). 
Femer können wir nach dem Vorhergehenden statt y 
eine solche reelle Funktion x desselben als neue Ver- 
änderliche (hinführen, dass 

wird. Gteht hierbei Y,'(f) über in |(x)^, so muss 

wegen der Gleichung (Y/Y^') = Y/(f): 

d$ 

dx 
werden, also 

I = X 4- Const. 
Mithin ergiebt sich: 

Y/ (f) = (x + Const) |-^, 
und weil unsere Gruppe schon die infinitesimale Trans- 
formation Yi'(f) =^— enthält, können wir setzen: 

Y,'(f) = x||. 

Damit ist bewiesen, dass jede reelle zwei- 
gliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten 
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Mannigfaltigkeit durch reelle Yariablen&nde- 
rang die Form erbalten kann: 



p xp 



in. 

Eine dreigliedrige Gruppe der einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit enthält dem anfangs bewiesenen Hilfs- 
satze gemäss eine reelle zweigliedrige Untergruppe, 
welche wir uns nach dem Vorausgehenden durch eine 
reelle Yariablenänderung auf die Form 

gebracht denken können. In der neuen Veränderlichen 
X besitzt die dreigliedrige reelle Gruppe die Gestalt: 

Y,(f) = f|,T,(f) = xM,Y.(f) = |(x)^. 

WO die reelle Funktion | (x) noch näher zu bestimmen 

ist. Dazu benutzen wir den Umstand, dass Gleichungen 

von der Form: 

(YiY,) = a, Y,(f) + b, Y, (f) + c, Y,(f) 
(Y,Y,) = a,Y,(f) + b,Y,(f)+c,Y,(f) 

mit reellen Coefficienten bestehen müssen. Aas ihnen 

ergiebt sich: 



dx 
dl 



= a, + bix-fcil 
-| = a, + b,x-}-c, g 



dx 
und 

wo a, b nnd c Constante bezeichnen. 

Wirklich erzengen die infinitesimalen Transforma- 
tionen 

Y,(f) = |i,Y,(f)=x|^.Y,(f)-(a+bx+cx«)y 
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eine Gruppe. Weil diese Gruppe schon ^ und x ^ 

als infinitesimale Transformationen enthält , können wir 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit setzen: 

Eine dreigliedrige reelle Gruppe der einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit erhält also 
durch reelle Variablenänderung die Form: 



p xp x'p 



Theorem: Jede reelle continuierliche Gruppe 
der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
lässt sich durch reelle Variablenänderung auf 
eine der drei Formen 



p xp I I p xp x^p 



bringen, je nachdem sie ein-, zwei- oder drei- 
gliedrig ist. 

§2. 

Die reellen Grnppen der zweifach ansgedehnten 

Mannigfaltigkeit 

Die Gruppen der zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit sind von Herrn Lie in fünf Kategorien ein- 
geteilt worden, je nachdem sie eine, zwei, keine, einfach 
unendlich viele oder unbegrenzt unendlich viele Gurven- 
scharen 9> (x y) = Const. invariant lassen. Indem wir 
dieser Einteilung folgen, behandeln wir zunächst : 

Die reellen Grnppen der zweifach ansgedehnten 
Mannigfaltigkeit, welche eine und nur eine Schar 
von einfach unendlich vielen Corven invariant 

lassen. 

Von diesen Gruppen gilt der folgende Satz 1: 
Lässt eine reelle Gruppe in zwei Veränder- 
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liehen z und y eine und nur eine Differential- 
gleichung 1. Ordnung invariant, so bestimmt diese 
Gleichung y' als reelle Punktionvon x und y. 
Wir beweisen denselben zunächst für den Fall einer 
dreigUedrigen reeUen Gruppe. Es seien 

Xi(f) = li(xy)p + i7i(xy)q 
X«(f) = ga(xy)p + iya(xy)q 

X8(f) = l,(xy)p + %(xy)q 
drei unabhängige reelle infinitesimale Transformationen 

einer solchen Gruppe, welche nur eine Differential- 
gleichung 1. Ordnung inyariant lässt. Das Inkrement, 
welches y' bei der infinitesimalen Transformation Xk (f) 
erhält, ist 

^^~dx ^dx~dx"^^Vdy 6x / ^ rfy 
und, wie die eben geschriebene Gleichung zeigt, höchstens 
von der 2. Ordnung in Bezug auf y'. Nun wird 
jede bei der Gruppe invariante Differentialgleichung 
1. Ordnung gefanden, indem man die Determinante 

Si Vi Si 

A= Sa Vi Ss 

Is % ^8 

gleich Null setzt. Auf diese Weise ergiebt sich eine 
Differentialgleichung, die in Bezug auf y' höchstens 
von der 2. Ordnung ist und daher die Form hat: 

wo die a, ß, y Funktionen von |, n und ihren Ableitungen 
sind. Da X^ (f), X^ (f), X« (f) reell angenommen wurden, 
sind die | und % demnach auch die durch Differentiation 
aus ihnen hervorgegangenen ^ reelle Grössen. Damit 
werden aber auch a, ß, y reelle Grössen, und zwar sind 
sie offenbar eindeutig innerhalb desjenigen Bereichs, 
in welchem die analytischen Funktionen | und 17 ein- 
deutig sind. 



r^ t 
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Ist in der obigen Gleichung a = 0, so ergiebt sich 
als invariante Differentialgleichung 

welche nach dem Gesagten unzweifelhaft reell ist; ist 
a von Null verschieden, so findet sich 

j' = —L±Y(AVjl. 

^ 2a ^ \2a/ a 

Wenn die Quadratwurzel von Null verschieden ist, 
erhalten wir zwei verschiedene Werte für y', nämlich: 

' 2a~' \2tt/ a 

y = --L-Y(l.y-L 

^ 2a ^ \2a/ a 

und also zwei invariante Differentialgleichung 1. 
Ordnung. Da aber unsere Gruppe eine und nur eine 
Differentialgleichung 1. Ordnung invariant lässt, so 
muss notwendigerweise sein: 

\2aJ a ' 

und es ergiebt sich: 

d. h. eine reelle Differentialgleichungen 1. Ordnung und 
1. Grads. Damit ist der Satz für dreigliedrige Gruppen 
bewiesen. 

Es seien andererseits X^ (f) . . .' X, (f) reelle unab- 
hängige infinitesimale Transformationen von der Form 

Xk(f)=lk(xy)p + i?.(xy)q 
einer r gliedrigen reellen Gruppe, welche nur eine 
Differentialgleichung 1. Ordnung invariant lässt, dann 
werden die invarianten Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung dieser Gruppe bestimmt, indem man die drei- 
reihigen Determinanten der Matrix 



- 15 — 

Si Vi §1 
A= Ig Vi it 

• • • 

• • • 

Ir fit Sr 

gleich Nnll setzt. Man erhält auf diese Weise mehrere 
Gleichungen von der Form: 

«ky'* + /9ky' + yk = o, 

in welchen die a, ß, y reelle Funktionen von z und y 
sind, wie vorhin ausführlich entwickelt wurde. Alle 
diese Gleichungen müssen eine und nur eine Wurzel 
gemein haben. Diese gemeinsame Wurzel ist jeden- 
falls reell. Denn wäre sie imaginär, so müssten die 
Gleichungen, weil sie reell sind, auch die conjugiert 
imaginäre Wurzel gemein haben, und es gäbe dann 
zwei invariante Differentialgleichungen, was von vorne 
herein ausgeschlossen ist. 

Jede Differentialgleichung von der Form 

y' = a)(xy), 
wo 0) reell ist, besitzt oo* reelle Integralkurven. Wir 
können daher ^en Satz 1 auch so aussprechen: Bei 
jeder reellen Gruppe, welche bloss eine Schar 
von 00^ Ourven invariant lässt, bleibt eine Schar 
von 00^ reellen Ourven invariant. 

unsere nächste Aufgabe ist nun, den Nachweis 
zu führen, dass sich jede solche Gruppe durch reelle 
Variablenänderung auf eine der bekannten Formen 
bringen lässt. 

Zu dem Zwecke beweisen wir zuerst den Satz 2. 
Die infinitesimalen Transformationen jeder 
reellen Gruppe, welche nur eine Differential- 
gleichung 1. Ordnung invariant lässt, können 
durch reelle Variablenänderung die Form er- 
halten: 

5k(x)p + ^k(xy)q. 
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Ist nämlich ^ (x y) = Const die Schar von oo ^ 
reellen Cnrven, welche bei der Gruppe invariant bleibt, 
so wird Xk (^) notwendigerweise eine Funktion von g> 
allein 

Xk(^) = lk(sP) 
und zwar eine reelle Funktion* Fähren wir dah^ ^ 
als neues x ein, so wird: 

Xk(sp) = lk(y) = lk(x) 
und: 

Xi.(f) = Xk(x)^ + X.(y)^^= 

= lk(x)P + ^k(xy)q. 

Herr Lie hat nun bewiesen, dass die verkürzten 
infinitesimalen Transformationen ^i (x) p . . . . ^r (x) p 
eine Gruppe der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
X erzeugen; ist dieselbe nullgliedrig, so erhält x bei 
sämtlichen Transformationen der ursprünglichen Gruppe 
Xk (f ) das Inkrement ; also erhält diese Gruppe r unab- 
hängige infinitesimale Transformationen von der Form: 

^k(xy).q. 

Ist die Gruppe, welche von den verkürzten infini- 
tesimalen Transformationen gk(x)p erzeugt wird, ein- 
gliedrig, so können wir alle Grössen g bis auf eine 
verschwinden lassen und die eine nicht verschwindende 
Grösse | nach § 1 durch passende Wahl der Verän- 
derlichen gleich 1 machen. Alsdann haben die infini- 
tesimalen Transformationen unserer Gruppe die Form: 
P + ^(xy)q,9>k(xy)q (k=i,2.. .r-s). 

Ist die Gruppe, welche von den verkürzten infini- 
tesimalen Transformationen $k (x) p erzeugt wird, zwei- 
gliedrig , so erhält die vorgelegte Gruppe nach passender 
Wahl der Veränderlichen r reelle unabhängige infini- 
tesimale Transformationen von der Form: 
xp + ^1 (xy) q, p + 17 (xy) q, sPk (xy) q (k = i, . . . r-2). 
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Ist endlich die G-ruppe der verkürzten infinitesimalen 
Transformationen dreigliedrig, so giebt es r reelle un- 
abhängige infinitesimale Transformationen von der Form : 
x^p + i?2(xy).q,xp + i?,(xy).q,p + iy(xy).q,^k(xy)q 

(k = 1,2, ... r — 3). 

Alle diese Sätze folgen unmittelbar daraus, dass 
man jede ein-, zwei- oder dreigliedrige reelle Gruppe 
der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch reeUe 
Variablenänderung auf die Form p ; p, x p ; p, x p, x * p 
bringen kann. 

Wir haben jetzt vier verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden , die wir der Beihe nach behandeln wollen. 

A. 

Enthält eine r gliedrige Gruppe r unabhängige 
reelle infinitesimale Transformationen von der Form: 

<Pk(xy)q, 
so sind drei Fälle möglich , je nachdem zwei, drei oder 
erst vier Grössen ^ k (x y) eine lineare Relation 

-S;Ck(x)^k(xy) = 
erfüllen. 

Bei den Transformationen 9^k (xy)q bleibt nämlich 
jede Gerade von der Form x = x<j invariant, dagegen 
werden ihre Punkte y unter einander vertauscht. 
Hieraus geht hervor, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen ^1 (x^ y) q . . . (px (x^ y) q eine Gruppe der 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit y erzeugen. Diese 
Gruppe kann ein-, zwei- oder dreigliedrig sein. Sicher 
besteht daher zwischen mehr als dreien der Funktionen 
^k (Xo y), etwa zwischen ^ i (x y) . . . ^ 4 (x y) eine lineare 
Relation von der Form: 

= Ci^i(Xoy) + Cag)2(Xoy) + 03%(Xoy)+04g)4(Xoy), 
wo die Oonstanten C k gewisse von x^ abhängige Werte 

haben. Da dies für jedes Xo gilt, so müssen wirklich 

a 
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je vier der Funktionen g) k (x y) durch eine Relation 
von der Fonn: 

verknüpft sein. 

Werden die Punkte einer invarianten Geraden 
X = x^ von allgemeiner Lage nicht dreigliedrig trans- 
formiert , so lässt sich schon zwischen je drei oder zwei 
der ^ k (x y) eine lineare Relation von der obigen Form 
aufstellen. Es existieren daher wirklich drei Fälle, 
je nachdem zwei, drei oder erst vier der Funktionen 
y k (x y) durch eine lineare Relation von der Form 

-SXk(x)^k(xy) = 
verbunden sind. 

Wir zeigen jetzt , dass zu einem jeden unter diesen 
drei Fällen nur eine kanonische Form gehört. 

I. 
Sind je zwei der Funktionen ^k(xy) durch eine 
lineare Relation verknüpft, ist also etwa identisch 

^2 i^y) = X2 (x) ^1 (xy), . . . ^r (xy) = Xr (X) ^1 (xy), 
so haben die infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
die Form: 

9>i (xy) q, Xk (x) 9>i (xy) q, (k=2,3 . . r). 
Alsdann ist es möglich, statt x und y solche reelle 
unabhängige Veränderliche £ = x und t) einzuführen, 
dass 

wird. Diese Forderong wird erfüllt, wenn 

gesetzt wird. 
Nun ist 

Xk(f) = Xk(x)Xi(f) 
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ö f 

und . Xj (f ) = -- , also folgt : 

Im vorliegenden FaUe erhält also die vorgelegte 
Gruppe durch reelle Yariablenänderang die Form: 

bf , . öf , , bf 

öY'f'Wby ^'(^^iy 

oder; was auf dasselbe hinauskommt, die Form: 



Fi(x)q,P,(x)q P,(x)q 



n. 

Setzen wir jetzt voraus, dass je drei der Grössen 
^k(xy) durch eine Eelation verknüpft sind, dass also 
Relationen von der Form: 

^k (x y) = ;f k (x) g)i (X y) + ipt (x) y, (xy) 
bestehen, während q>^ (x y) und ^^ (x y) keine derartige 
Eelation erfüllen. Alsdann ist 

Xk (f) = Xv (x) X, (f) + n>^ (X) X, (f) 
und es wird: 

(X, X,) = w, (x)X, (f) + w, (x)X, (f). 
Hier sind w^ und w^ nicht beide gleich Null, denn 
sonst wäre 

was unserer Voraussetzung widerspräche. 
Setzen wir daher: 

X, (f) = X, (f) + ^*-^|x, (f), X. (f) = -^^^ X, (f). 
so wird: 

(X, x,)=x, (f) +|;-|]x, (f) = X, (f). 

Jetzt bringen wir X^ (f) durch reelle Änderung der 
Veränderlichen auf die Form: 

2* 
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s. tf) - n- 

Dann wird: 

X,(f) = (y + ^W)^. 

worin wir ß (x) ohne Beschränkung gleich Null setzen 
können und daher erhalten: 

-X,(f)=i| X,(f) = y^. 

Also folgt: 

Xi(f) = q— Wa(x).yq, X^ (f) = w^ (x) . y q. 
Wäre nun w^ nicht eine blosse Constante, so 
würden wir durch Bildung der Ausdrücke 

(X,X,) = Wi(x).q 
((XiX,)X,) = wJ(x).q U.S.W. 

unendlich viele unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen finden, welche unserer Gruppe angehörten. Das 
ist aber unmöglich, da die Gruppe endlich sein soll, 
also erkennen wir, dass w^ constant ist und ohne Be- 
schränkung gleich 1 gesetzt werden darf. Wir können 
daher annehmen: 

X,(f) = q X,(f) = yq 
und 

X(f)k=(Xk(x)-f ?Pk(x).y)q. 
Bilden wir femer die infinitesimalen Transfor- 
mationen 

(Xi X0= ?Pk (x) q, ((X, Xk) Xk) = «'k (x) q u. s.w. 
^a ergiebt sich, weil auch sie der Gruppe angehören 
müssen, dass ^k ebenfalls constant ist und ohne Be- 
schränkung gleich Null gesetzt werden kann; daher 
kommt : 

Xk(f) = Xk(x)q, 
und wir finden den Typus: 

q, Xs W 4 TCr (x) q, y q, 
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der sich auch in der folgenden von Herrn Lie gegebenen 
Form darstellen lässt: 



Fl (x) q, Fa (x) q . . . . Fr_i (x) q, y q 



ni. 

Sind erst je vier der Funktionen ^^ (x y) . . . 
<pt (x y) durch eine Relation verknüpft , so ist , wie 
Herr Lie bewiesen hat, r = 3. Aus seiner Entwicklung 
(Math. Ann. Bd. XVI) geht femer hervor, dass jede 
reelle Gruppe, welche dieser Hypothese entspricht, 
durch Einführung passender Veränderlicher die Form 



l<l?yQ[>y^<ll erhalten kann. 

Bei einer solchen Gruppe bleiben aber bekanntlich 
zwei Curvenscharen ^ (xy) = a invariant und also 
kommt dieser Fall an dieser Stelle nicht weiter in 
Betracht. ' 

Hiermit sind alle reellen Gruppen, welche jede 
Ourve einer invarianten Curvenschar ^ (x y) = a in 
Euhe lassen, auf canonische Formen gebracht. 

B. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung aller reellen 
Gruppen, deren infinitesimale Transformationen die 
Form haben: 

P + ^(xy)q, 9>k(xy)q (k=l, ..r). 

Jede derartige Gruppe enthält eine invariante 
Untergruppe 

9>i(xy)q...^r(xy)q, 

welche alle Geraden x = Const stehen lässt, und welche 
somit durch reelle Variablenänderung auf eine der 
soeben bestimmten Formen gebracht werden kann. Wir 
brauchen daher nur zu denselben die infinitesimale Trans* 



— 22 — 

formation p + i»? (x y) q hinzuzufügen und tj (x y) in 
jedem Falle näher zu bestimmen. 

I. 

Sind je zwei der g> (x y) durch eine Relation ver- 
bunden, so erhalten wir die Form: 



^i(x)q, ^aWq. . •yr(x)q, p + ^(xy)q 



Kombinieren wir p + ^ (^ y) 4 ^i* ^ (^ J) ^> so kommt : 



(ip\ (x)— ^k (^^if)^' 



Dies muss eine Transformation der Gruppe sein, d. h. 
es muss sich in der Form 

r 

-Sk Ck ^k (x) q 

r 

ausdrücken, und da 9>k (x) von Null verschieden ist, 

ergiebt sich, dass — ^ nur von x abhängt, und dass 

somit *7 (xy) die Form besitzt: 

i?=?F(x).y + z(i). 

Durch EinfOhrong der neuen Veränderlichen 

^ = A(x).y + B(i) 
behalten die 9)k (x) q im Wesentlichen die Form-, da- 
gegen wird: 

P + »7 (xy) 4 = P H- (A' (X) y + B' (I) + A (X) .?)q 
oder: 

P + '»(iy)4 = P + [j(A'(x) + A(x).ip(x)) + B'(x) 

+ A(i)z(x)]q. 

Indem wir A und B so wählen, dass 

A'(x)-fA(x).tp(x) = 
B'(x) + A(x).x(x) = 
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wird, geht p -H 17 (xy) q über in p und wir erhalten 
die Form: 



^1 (x) q, 9r (x) q, p 



n. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo die invariante 
Untergruppe die Form: 

SPi(x)q iiPr-i (x)q, yq 

besitzt und haben somit alle Gruppen von der Form: 



^1 (x) q, 9>'- ' W q, y q, p + 1? (xy) q 



zu bestimmen. 

Kombinieren wir wieder p + 1? (x y) q mit ^k (x) q, 
so erhalten wir eine infinitesimale Transformation: 

0/)k (x)yj — <p\ (x))q, 

welche unserer Gruppe angehören und sich also in der 
Form (-S Ck ^k (x) + c y) q ausdrücken muss. Weil <pt, (x) 

von Null verschieden ist, ergiebt sich, dass ^ 

linear in y ist, folglich . 

i7(xy) = W2(x).y2 + Wi(x).y + w(x). 

Durch Bildung des Ausdrucks (p + ^ (^Y) ^b 7 q) erhalten 
wir: 

(y ^\y ^ —n(^j)) q = (Wa.y*— w)q 

Dies muss wieder eine Transformation der Gruppe sein 
und sich also in der Form (Udk ^k (x) 4-dy) q aus- 
drücken, was nur dann möglich ist, wenn 

Wj (x) = und w (x) = — -Sdk 9>k (x) 
ist während 

d=0 
wird. p + »/(xy) q hat demnach die Form; 
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p -f (Wi(x) . y — -S dk ^k (x)) q. 
Hier können wir d k ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit gleich Null setzen und bekommen demnach Xr+i (f) 
in der Form: 

Xr + i(f) = p + Wi(x).yq 

Führen wir A (x) . y als neue Veränderliche ein , dann 
bleiben die r ersten infinitesimalen Transformationen 
im Wesentlichen ungeändert, während 

Xr + i(f) = p + (wax).A(x).y + A'(x).y)q 
wird. Wählen wir daher die zunächst völlig willkürliche 
Funktion A(x) so, dass 

w (X) A (x) + A' (x) = 0, 
so erhalten wir als Typus der Gruppe: 



9>ii^)(l SPr-.i(x)q, yq, p 



in. 

Mit den reellen Gruppen von der Form 

I g. yq. y'q/p + ^(xy) ql 

brauchen wir uns an dieser Stelle nicht zu beschäftigen, 
da bei jeder solchen Gruppe zwei Gurvenscharen ^ (x y) 
= a invariant bleiben. 

0. 

Femer bestimmen wir alle reellen Gruppen von 
der Form: 

Ui (x)q <h (x)q,p + iy(xy)q, xp + iy^(xy)q 



Hier erzeugen die r -|- 1 ersten infinitesimalen Trans- 
formationen eine Untergruppe, deren canonische Form 
wir nach dem unter B Entwickelten als bekannt be- 
trachten können. Wir haben daher nur zu den unter 
B erhaltenen Typen die reelle infinitesimale Transfor- 
mation X p + i/i (x y) q hinzuzufügen und die Form von 
17 ^(xy) in jedem einzelnen Falle näher zu bestimmen. 
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L 



Zunächst betrachten wir alle Gruppen, deren un- 
abhängige infinitesimale Transformationen X^ (f ) . . . 
Xr +2(f) die Form haben: 

<Pi(x)(i . . . ^a(x)q, p,xp-f j/(xy)(i. 

Durch Bildung der infinitesimalen Transformation 
unserer Gruppe 

(^M (x) q, xp + 1? (xy) q) = ^^k (x)^— x^j q 

sehen wir, dass die Ausdrücke 9>k (x) — ^ — x-^^ > 

^y öx 

wo k Ton 1 bis r gehen kann, sich linear ans den 
Funktionen ^^ (x) . . . . ^r (x) zusammensetzen, weshalb 

also —^ eine blosse Funktion von x ist und n (x y) die 
öy ^ ''^ 

Form hat: 

V (xy) = !P(x).y + x(x). 

Die infinitesimale Transformation unserer Gruppe 

(p,xp + [^(x).y + x(x)]q) = p + (^'(x).y+/(x))q 

muss sich liniar aus den r -f 1 ersten Transformationen 
ableiten lassen, also ist notwendigerweise tp\x) . y -|- X (x) 
frei von y, woraus folgt: 

ip' (x) = ^ (x) = A = Const. 

Die infinitesimale Transformation X,4-2(f) nimmt da- 
her die Form an: 

xp + (^y + x(x))q. 
Herr Lie hat gezeigt, dass die ^k (x) die Form 

^k (x) = X 

haben. 

Mithin hat die Gruppe die Form 
q,xq, . . . x'-^q,p,xp-f (^y + x(x))q. 
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Durch Kombination von Xr + i (f) und Xr + 2 (f) er- 
giebt sich als Transformation der Gruppe: 

P + X' (x) q, 
also muss sich x'(^) in der Form 

ausdrücken. Da die Gruppe schon die Transformationen 
q,xq . . . x'-^ q enthält, so können wir ohne Beein- 
trächtigung der Allgemeinheit setzen: 

;c'(x)=kx' (k = Const) 
Xr + 2 (f) hat daher die Form: 

xp + (^y + kx')q. 

*Hier kommen noch zwei reelle Gonstante vor, die 
wir, soweit möglich, zu entfernen suchen. Zu dem 
Zwecke führen wir y + M x' , wo M eine reelle Gon- 
stante bezeichnet, als neues y ein. Bei dieser reellen 
Variablenänderung behalten die r ersten Transfor- 
mationen Xi (f ) . . X r (f ) ihre Form , während p in 
p-j-M'^x '^-^q übergeht. Da aber die Gruppe die 
Transformation x ' ~ ^ q enthält, so sehen wir, dass 
auch X r + 1 (f ) seine Form nicht wesentlich ändert. 
Die infinitesimale Transformation Xr+2(f) = xp-f- 
(Ay-f-kx') q erhält die Form: 

xp + (M(r-A) + k)x'q + ^yq. 

Ist k verschieden von r, so kann M so gewählt 
werden, dass 

M(r — A) + k = 
und 

X ,+ 3(f) = xp + ;.yq 

wird. Damit ergiebt sich der Typus: 



q,xq....x '-'q,p,xp + Ayq 



Ist dagegen X = r — 2 , so haben wir zu unter- 
scheiden, ob k gleich Null oder von Null verschieden 
ist. Im ersten Falle finden wir den obigen Typus, im 
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zweiten können wir y. Const als neue Veränderliche 
einführen und erreichen dadurch, dass k = 1 wird. 
In dieser Weise erhalten wir die kanonische Form: 



q,xq. ..X '-M,P,xp + (ry + xr)q 



n. 

Sodann wenden wir uns zur Betrachtung aller 
reellen Gruppen von der Form: 

^1 (x) q y r - 1 (x) q, y q, p, X p + 17 (xy) q. 

Durch Kombination kommt: 



(^ 



(x)q,xp+,(xy)q)=(^.(x)^^^^y>^x ^7^^^)) q; 

also muss eine Gleichnng bestehen: 

welche zeigt, das linear ist in Bezug auf y, und 

dass fi die Form besitzt: 

iy(xy)=='^a(x).y'» + ^i(x).y + ip(x) 
Femer ist: 



und 



(yq,xp+i7(xy)q)=^y'--\(^Ö_^(^)^ 



jlJl^_ri(xy) = hj-{-Sh^g>^{T) 



oder: 

2 y* . 1^9 W + y • % W— y"* • ^2 W — y . Vi (x) — v(x)= 

by + -Sbk^k(i), 
woraus: 

^2(x) = b = 0. v(x) = — i;bk^k(x) 

Folglich ist: 

^ (xy) = Vi (x) . y + V (x) = Vi (x) . y — i;bk 9)k (x). 
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Da nun die Grappe schon die infinitesimalen Trans- 
formationen sPi (x) q • • • 9^ r - 1 (x) q enthält, können wir 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit bk gleich Null 
setzen, so dass sich ergiebt: 

i?(xy) = tpi(x).y. 

Die infinitesimale Transformation X r + s (f ) der Gruppe 
hat folglich die Form: 

xp + ^i(x).yq. 

Durch Kombination derselben mit p erhalten wir: 

P + ^i'(x).yq; 
also muss fp^' (x) frei von x und tp^ (x) = c x -f- Const 
sein. Weil die Gruppe die infinitesimale Transformation 
y q enthält, darf die additive Constante in dem Ausdruck 
für tpi (x) gleich Null gesetzt werden, so dass X r + 2 (f ) 
die Form erhält: 

xp + cxyq. 

Um die Constante c fortzuschaffen, fähren wir die 
reelle Grösse y e - ® * als neue Veränderliche ein und 
bringen dadurch xp-f-cxyq auf die Form xp. Bei 
dieser Yariablenänderung bleibt y q ungeändert, während 
p in p — c y q transformiert wird. 

Die r ersten Transformationen erhalten nach der 
Variablenänderung die Form: 

q, X q . . X ' - ' q. 
Wir erhalten mithin den Typus: 



r — 2 



q, X q X ' - » q, y q, p, X p 



in. 



Der Fall | q, y q, y ^q, p, x p + ^ q 1 kommt hier nicht 



in Betracht, da zwei invariante Curvenscharen auftreten. 
Hiermit ist die Bestimmung aller reellen Gruppen, 
welche die 00 ^ Curven der einzigen invarianten Ourven- 
schar zweigliedrig transformieren, geleistet. 
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D. 

Zuletzt haben wir alle reellen Gruppen zu be- 
trachten, welche die oo ^ Corven der einzigen invarianten 
Curvenschar, dreigliedrig transformieren. Dieselben 
haben die Form: 

|y,(x)q...y,(x)q,p+i?(xy)q,xp + ^i(xy )qiX'p+"^ 

Hier erzengen die r + 2 ersten infinitesimalen Trans- 
formationen eine reelle Untergruppe ^ deren canonische 
Form wir für die Fälle, welche dabei zu unterscheiden 
sind, soeben bestimmt haben. Wir haben also wieder 
nur nötig, zu dieser Untergruppe die infinitesimale Trans- 
formation jL^p-\-ri(xj) q hinzuzufügen. 

I. 

Entsprechend dem Fall I von C erhalten wir zuerst 
die reellen Gruppen von der Form: 

q,xq x'-iq,p,xp + Ayq,x«p4-i?(xy)q. 

Durch Kombinationen von q und x^ p -f- ^ (x y) q er- 
kennen wir, dass 

ti (xy)==(C + OiX+...0_ix«^») 7 + 9>(x). 

Wir kombinieren femer x»-' q mit x' p + »j (x y) q und 
erhalten dadurch die infinitesimale Transformation 



('"^ -('-')'■) 



welche unserer Gruppe angehören muss, aber nur dann 
angehört, wenn 

Ci = r— 1, Cj = Cr-i = 

ist. Damit erhält Xr + s (f) die Form: 

x"P + (cy + (r— l)xy + ^(x))q. 
Kombinieren wir dieselbe mit p, so erhalten wir: 

2xp + ((r-l)y+^'(i))q. 
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Als Transformation der Gruppe muss der so gefundene 
Ausdruck die Form besitzen: 

2(xp + ;.yq)4-(a + aiX+. . + ar_i x '-*) q. 

Mithin ist 

^-"2- 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann gesetzt 

werden : 

9>(x) = Ax!. 

Die beiden letzten Transformationen sind also jetzt: 

Xr + 2(f) = 2xp + (r-l)yq, 

Xr + 8(f) =x«p + (cy + (r-l)xy + Ax')q. 
Durch Kombination derselben erhalten wir: 

2x2p + (2(r— l)xy + 2Arx' — (r— 1) Ax')q 
oder 

2x»p + (2(r-l)xy + A(r+l)xOq. 
Dies muss gleich sein: 

2x^p + (2cy + 2 (r— 1) x y + 2 A x' ) q. 

Daher ist 

c = o, A(r + 1) = 2A, 
also 

A(r— 1) = 0. 

Folglich ist entweder A gleich Null oder r— 1 gleich 
Null. Im ersten Falle finden wir als Typus: 



q, X q . . . . x'-i q, p, 2 x p + (r— l)y q, x"p + (r— 1) x y q 



Im zweiten Falle dagegen erhalten wir: 

q, p, X p, x^ p + A X q. 
Durch Einführung eines reellen Vielfachen von X als 
neue Veränderliche j erhalten wir leicht, da A von 
Null verschieden ist, A gleich 1 und können dann, 
indem wir statt y als neue Veränderliche e^ einsetzen, 
den Typus auf die Form bringen: 



yq,p,xp,x«p + xyq 
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Der zweite im Fall Ol gefundene Typus giebt 
nach Hinzufiigung von x* p + 17 (x y) q kekanntlich 
keine Gruppe. 

n. 

Besitzt die r + 2 gliedrige Untergruppe die Form: 
q, xq. . x'-2, q, y q, p, X p, 

so erhalten wir alle reellen Gruppen von der Form 



q, xq..x'-2q, yq, p, xp, x2p + i?(xy)q 



Durch Kombination von x^ p + j? (x y) q mit q und p 
folgt: 

d f] 

-- = ao + a^L X + . . . + ar-2 x '-« + 2 a y 
oy 

L2 = bo + biX+.-+ b,_2 X'-« + 2 b y . 

Bilden wir hieraus - — r t so erhalten wir: 

bxhf 

a^i = ^ Dj a« — ^ • • • • af — 2 ^^~^ o» 
Also wird: 

1? (xy) = ao y + 2 b xy + -£^?x'-i + ay". 

Weil unsere Gruppe schon y q als infinitesimale Trans- 
formation enthält, können wir a^ ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit gleich Null setzen, und erhalten somit 
Xr+8 (f) in der Form: 

X« p + (2 b X y + -^ x'~i + a y ^) q. 

Kombinieren wir Xr-f-s (f) mit y q, so kommt: 

yöy-^=^y'-fe^'"'=^y+'?''*^* 

Hieraus ergiebt sich: 

br— f = a = 0. 
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Somit wird 

Xr + 3(f) = x«p + 2bxyq, 
was bei der Kombination mit x'-*q giebt: 

(2b — r + 2) x'-»q. 
Da unsere Gruppe eine Transformation von dieser 
Form nicht enthält, muss sein: 

2b — r + 2 = o, also 2 b = r — 2. 
Somit nimmt X r -|- > (f ) die Form an : 

x^ p + (r — 2) X y q 
und wir erhalten den Typus: 



q, xq x^q, y q, p, X p, x« p + (r— 2) xy qj 



m. 



Der Fall | q, yqi y^q, p, x p, x *p + ^q 1 liefert 



nur Gruppen mit 2 invarianten Curvenscharen und kommt 
daher an dieser Stelle nicht in Betracht. 

Somit sind die kanonischen Formen aller reellen 
Gruppen der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
welche nur eine Differentialgleichung 1. Ordnung in- 
variant lassen y bestimmt, und wir finden das 
Theorem: Alle reellen Gruppen der zweifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit, welche eine und 
nur eine Curvenschar sp (x y) = a invariant lassen, 
können durch reelle Variablenänderung auf eine 
der bekannten kanonischen Formen gebracht 
werden. 

Die reellen Gruppen, welche zwei Scharen 

von cx> ^ Curven invariant lassen. 

Unsere Aufgabe ist jetzt das Aufsuchen aller reellen 
Gruppen, welche zwei Curvenscharen 

^(xy) = a ^(xy) = b 
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oder, was auf dasselbe hinaiiskommt , zwei Diferential- 
gleichungen 1. Ordnung invariant lassen. 

Wir haben Mher gefunden, dass Differential- 
gleichungen 1. Ordnung, welche bei einer reellen 
Gruppe in x und y invariant bleiben, immer die Form 
besitzen : 

«(xy)y'^ + /3(xy)y' + y(xy) = 0, 
wo a, /?, r reelle Funktionen von x und y sind. Lösen 
wir nun nach y' auf: 

y = _ ^ (^I +T// ^(xy) V y(xy) 

2a(xy)ir V2a(xy)/ «(xy)' 

so erkennen wir, dass zwei invariante Differential- 
gleichungen 1. Ordnung vorkommen, wenn (ö~) — " 
von Null verschieden ist. Diese Differentialgleichungen 
sind reell, wenn i-^-\ — ->Oist, dagegen ima- 

— I — - < O ist. Im letzteren Falle 

kann das Integral der imaginären Differentialgleichung 

ß(xy) |// ff(xy) y r(xy)_ 
^ ^2a(xjyr V2a(xy)/ a(xy)"~^ 

die Form erhalten: 

U(xy) + iV(xy) = a, 
wo XJ und V reelle Funktionen von x und y sind. 

Alsdann ist 

U(xy) — iV(xy) = b 

ein Integral der zweiten invarianten Differentialgleichung. 

Führen wir 

S = U(xy) i, = V(xy) 

als neue Veränderliche ein, so erhalten die invarianten 
CuiTenscharen die Form: 

j + i^) = » j — i^ = b. 

3 
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Herr Lie hat diejenigen Gruppen der zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit , welche zwei Scharen 
von 00^ Curven invariant lassen, auf eine solche Form 
gebracht, dass bei ihnen die Curvenscharen 

X = Oonst. y = Const. 

in Euhe bleiben. Wir finden daher die reellen Gruppen, 
welche die beiden Ourvenscharen 

X + i^ = a j — i5 = b 
invariant lassen, indem wir in die von Herrn Lie 
bestimmten Typen statt x und y die neuen Veränderlichen 
IC und t) durch die Substitution 

einführen. 

Da sich hieraus ergiebt: 

x+y ^ X — y 

wird: 

bt df d j , ö f d^ 



ö X ö j dx 

b { ht bJC . bt bt) 



, Ö^f djl^ 1 /ö_f _.öjf\ 

"^ölj'dx"~'2\dj ^bt)) 



^b\) by 2 \bi^ b\)/ 



öy öj bj 

Die verschiedenen infinitesimalen Transformationen, 
welche hier in Betracht kommen, p, q, xp, yq, x*p, 
y* q erhalten bei Einführung der neuen Veränderlichen 
die Form: 

bi ^bt) 

bf . .bf 
hl — 



, ^df , . /^df ö f\ 
. bf . /^bf bt\ 
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(f-rt^|+n9^'-ijn»||-fe'-rt:-|j, 

wobei unwesentliche Zahlenfaktoren weggelassen sind. 

I. 

In den neuen Veränderlichen ^ t) erhält daher die 
Gruppe 



q yq 



die Form: 



Es fragt sich 9 ob sich unter den infinitesimalen 

Transformationen 

^X,(f) + X,X,(f) 

der Gruppe bei passender Wahl der Oonstanten A^ und 
Ag zwei unabhängige reelle infinitesimale Transfor- 
mationen in £ und ^ finden lassen. Da dies nicht 
möglich ist; wie man auch die Constanten wählen mag, 
giebt es keine reelle, der Gruppe q, yq entsprechende 
Gruppe, welche zwei Scharen von imaginären Cnrven 
inyariant lässt. 

n. 

Die Gruppe 



q y q y*q 



erhält in den neuen Veränderlichen die Form: 
XJf) = ^J- + iJ-^ 



3* 
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Auch hier lassen sich keine Oonstanten k so be- 
stimmen ^ dass die Ausdrucke 

A,X,(f) + ^X,(f)-i-A,X.(f) 
drei unabhängige reelle infinitesimale Transformationen 
liefern ; daher erhalten wir auch in diesem Falle nichts 
Neues. 

m. 

Die Gruppe 



q yq P 



liefert bei Einführung von £ und \) die infinitesimalen 
Transformationen : 

V .-. öf , . df 

Die Bestimmung von Constanten k in der Weise, 
dass sich drei reelle unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen ergeben ; ist ebenfalls nicht möglich. 

IV. 

Die Gruppe 



q yq y"q p 



ergiebt bei Einführung von j und t) 
X,(f) = jl+i^^ 
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Wir können keine reelle Gruppe, entsprechend 
der obigen, finden , welche die Curvenscharen j -j- i ^ = a 
und j — i ^ = b invariant liesse. 

V. 
Die Gruppe 



q yq q xp 



liefert bei der Variablenänderung: 
X,(f) = ii + i'^ 



X.(f) = J^ + ^^ + i(9--E^). 
Hier erhalten wii': 

X,'(f)=|(X,(f) + X,(f)) = j^+^-^ 
X,'(f)=ij(X,(f)-X,(f))=^ 
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also vier unabhängige reelle infinitesimale Transfor- 
mationen, die daher eine reelle Gruppe erzeugen, welche 
die beiden Curvenscharen 

j4-it) = a f — i^ = b 
invariant lässt und die kanonische Form besitzt: 





P 


xp + yq q 


yp 


xq 


Die Gruppe 






VI. 








q yq 


y*q 


P xp 





ergiebt : 






X,(f) 

x,(0 






+K^^F^^^ 



Es ist unmöglich, fünf unabhängige reelle infinitesimale 
Transformationen zu finden. 



vn. 



Die Gruppe 



.3 



3 



q yq y q p xp x'p 



erhält in den neuen Veränderlichen j^ die Form: 
X,(f)=^ + i^ 



X,(f) 
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df...bf .f. bf .. „dfl 



X,(f)=ii - i ^ 

Wie im Fall V ergeben sich hier durch Addition 

oder Subtraktion je zweier mit - oder ^-r multiplizierter 

Transformationen sechs reelle unabhängige infinitesimale 
Transformationen; welche eine reelle G-mppe erzeugen, 
deren kanonische Form ist: 



p,xp+yq,(x«-y2)p+2iyq,q,yp-xq,2xyp-(x«~y2)q 



vm. 

Die Gruppe 



p xp + kyq 
k^O 



liefert in i und t) die Transformationen: 

^w-^H+»H+'('H-^H)+ 
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Ist 



1— k 

1+k 



= ai, wo a reell, 



also 



so wird 



1 — k = ai-|-aki , k(l-j-ai) = 1 — ai 
^~l + a"i' 



X3' (f) = s ^+ v^-<^i - 5 rj ' 

und wir erhalten eine reelle Gruppe, welche zwei 
Scharen von qo^ imaginären Curven invariant lässtund 
die kanonische Form besitzt: 



p, q, (x — ay) p + (y + ax)q 



IX. 



Die Gruppe 



p + q, xp + yq, x^p + y^p 



ergiebt in j und y die Transformationen: 



TT /j»\ ^I , .öf , df ,h{ 



öj 



In diesem Falle erhalten wir daher die reelle Gruppe : 

Ip xp+yq (x*— y*)p + 2iyq I 
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Da der FaU , dass zwei Scharen von reellen Cmren 
invariant bleiben, immer durch reelle Variablenändenmg 
auf den von Herrn Lie behandelten Fall, wo 

X = Const. y = Const. 
die invarianten Curvenscharen sind, znriickgefuhrt 
werden kann, indem man nur 

j = 9>(xy) 9 = '*'(xy) 

als reelle neue Veränderliche einzusetzen braucht, so 
ist durch unsere Untersuchung erwiesen: 

Theorem. Jede reelle Gruppe der zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, welche zwei 
Scharen von reellen Curven invariant lässt, kann 
durch reelle Yariablenänderung auf eine der 
bekannten typischen Formen gebracht werden; 
jede reelle Gruppe dagegen, welche zwei Scha- 
ren von imaginären Curven invariant lässt, er- 
hält eine der folgenden kanonischen Formen: 



p xp + yq q yp-xq 



P,iP+yq,(x'-"y^)P+2xyq,q,yp-iq,2xyp-(x^-y^)q| 



| p,q,(x-ay)p+(y+ax)q| , |p,xp+yq,(x»-y»)p+ 2xyq 

§4. 

Die reellen Gruppen der zweifach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit, welche keine Schar 
von 00^ Curven invariant lassen. 

Herr Lie hat nachgewiesen, dass alle Gruppen der 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, welche keine 
Differentialgleichung 1. Ordnung invariant lassen, ent- 
weder fttnf- oder sechs- oder achtgliedrig sind , und dass 
sie immer eine Differentialgleichung 2. Ordnung invariant 
lassen; wir wollen nun zunächst nachweisen, dass bei 
einer reellen Gruppe X^ (f) . . . X, (f), die keine 
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Differentialgleichung 1. Ordnung invariant 
lässt, immer eine reelle Differentialgleichung 
2. Ordnung invariant bleibt. 

Bezeichnen wir wie früher mit |k, nky Sk die 
Inkremente von x, y, y' bei der reellen infinitesimalen 
Transformation X k (f ) > so ist das entsprechende Inkre- 
ment von y": 



^r\ 



-r 



= ßk 



dx •^ dx 
Da hier nur Gruppen mit fünf oder mehr Farame- 
metem in Betracht kommen, werden die invarianten 
Differentialgleichungen 2. Ordnung dadurch gefunden, 
dass man die vierreihigen Determinanten der Matrix 

li Vi ?i ßi 

^ ^« ^a ?a ^a 
• • • • 

§t Vt $r ßt 

worin sämtliche Grössen §, Vf ^ ß re^U sind, gleich 
Null setzt. Entwickelt man eine solche vierreihige 
Determinante 



Ai = 



nach den Elementen der letzten Beihe, so erhält man 
einen Ausdruck 

welcher in den ß und also auch in Bezug auf y" linear 
ist. Es besitzt daher Ai = die Form : 

y«.«>(xyy:) + «'(xyyO = o, 

wo g> und W reelle Funktionen ihrer Argumente sind. 
Folglich^ergiebt sich 

v(xyy') 



gl 


Vi 


Si 


^1 


?. 


Vi 


U 


-«2 


Is 


n» 


$. 


^8 


§4 


ni 


S* 


^4 



rn 






«p(xyy') 
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als reelle Differentialgleichung 2. Ordnung, welche bei 
der Gmppe invariant bleibt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir wissen femer aus den Untersuchungen des 
Herrn Lie, dass die bei unserer Gruppe invariante 
Differentialgleichung durch Einführung passender neuer 
Veränderlicher die Form y" = erhalten kann ; wir be- 
haupten, dass dies bei reellen Gruppen durch reelle 
Yariablenänderung geschehen kann. 

Zum Beweis bemerken wir, dass das Integral 
einer reellen Differentialgleichung 2. Ordnung sicher 
reell ist und zwei willkürliche Gonstante enthält, also 
durch eine Schar von oo ^ Ourven der Ebene dargestellt 
werden kann. Von diesen gehen oo^ reelle durch 
jeden reellen Funkt A der Ebene, und durch jeden 
benachbarten Punkt B kann nach einem Satze der 
Funktionentheorie eine und nur eine von den oo ^ reellen 
Ourven durch den Punkt A gezogen werden. Femer 
bestimmen vier der oo ^ Integralcurven, welche wir uns 
durch einen reellen Punkt gezogen denken, ein Doppel- 
verhältnis, nämlich das von ihren Tangenten gegebene. 
Wenn also unsere Differentialgleichung 2. Ordnung, 
welche bei der Grappe invariant bleibt, in y" = o 
transformiert wird, so müssen die vier Geraden, in 
welche die vier Integralcurven bei dieser Transformation 
übergehen, das gleiche Doppelverhältnis haben. 

Dieses vorausgesetzt verfahren wir folgendermassen: 
Wir wählen drei reelle Punkte allgemeiner Lage und 
bezeichnen die durch je zwei Punkte gehenden Inte- 
gralcurven mit gPi = 0, gpg = 0, gpg = 0. Dann 
wählen wir einen vierten reellen Punkt, der nicht auf 
einer der genannten Integralcurven liegt, andererseits 
in einer zweiten Ebene ein reelles Dreieck x^ x, X3 
und einen vierten reellen Punkt, der nicht auf einer 
Seite desselben gelegen ist. 
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Wir ordnen nun zu jedem Pnnkte der ersten 
Ebene einen Punkt der zweiten Ebene zn derart, dass 
zwei Doppelverhältnisse übereinstimmen. Hierdurch 
ist, wie die projektive Geometrie lehrt, eine und nur 
eine reelle Beziehung zwischen den Punkten der bei- 
den Ebenen festgelegt, und diese reelle Transformation 
fährt unsere Integralcunren in Gerade, also die bei 
der vorgegebenen Gruppe invariante reelle Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung in y"=»0 über. 

Sonach können unsere reellen Gruppen wirklich 
nur durch reelle Transformation die von Herrn Lie 
aufgestellten kanonischen Formen erhalten, und es folgt 
hieraus das 

Theorem: Alle reellen Gruppen der zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, welche keine 
Differentialgleichung 1. Ordnung invariant 
lassen, können durch reelle Yariablenänderung 
eine der bekannten typischen Formen erhalten. 

§ 5. 
Die reellen Gruppen der zweifach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit, welche oo ^ Scharen von oo^ 
Cnrven invariant lassen. 

Alle Gruppen der zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit, welche oo ^ Curvenscharen sp (x y) = Const. 
invariant lassen, sind nach Herrn Lie entweder zwei- 
oder dreigliedrig und können im ersten Falle die 
Form 



4 P + cyq 



im zweiten Falle die Form 



p, q,xp+yq 



erhalten. Wir wollen jetzt nachweisen, dass alle hier- 
her gehörigen reellen Gruppen eine dieser beiden Formen 
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durch reelle Yariablenändening erhalten können. Wir 
betrachten daher der Reihe nach die beiden Fälle. 

I. 

Sind 

X,(f) = ?,(xy)^ + ^,(xy)^ 

X,(f) = ?,(xy)^+^,(xy)^ 

zwei reelle unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer transitiven Gruppe, so kann ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit angenommen werden, dass dieselben 

m 

eine Eelation von der Form: 

(X,X,) = X,(X3(f))-X,(X,(f)) = cX,(f) 
erfüllen, wo c eine reelle Constante bezeichnet. Wir 
behandeln zuerst den Fall, dass diese Constante c von 
Null verschieden ist. Bezeichnet dann ^ = Const. eine 
Lösung von 

so ergiebt sich yermöge der obigen Relation: 
X, (X, (9)) = und X, (y) = £ (y). 
Q {9) darf nicht indentisch verschwinden, weil sonst 
Xj (f) = X Xj (f) wäre. Wird daher 

gesetzt, so kommt 

Xi (#) = nnd Xa (#) = 1. 
Es ist nnn bekannt, dass die beiden Gleichnngen 

X3(^)=l,(xy)^ + iy,(xy)^ = ci^ 

eine gemeinsame Lösung besitzen, und im vorliegenden 
Falle ist diese Lösung reell und von ^ unabhängig. 



^ 
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Wir fEUiren nun die reellen Grössen 

x= ^ y = ^ 

als neue nnabh&ngige Veränderliche ein. Dann wird: 

x.(f)-x.(*)i|+x.«^'=.ll 
x,(f)=x.(,)|i+x,wii-^+c,^ 

Wir erhalten somit durch reelle Yariablenänderung 
die Form: 



iQ,P + cyq 



n. 

Seien 

zwei reelle unabhängige infinitesimale Transformationen, 
welche in der Beziehung: 

(X, X,) = X, (X, (f)) - X, (X, (f))= 
stehen und keine Relation 

X,(f)=AX,(f) 
erfüllen. Ist ^ = Const. eine Lösung von X^ (f) = 0, 
so ist dieselbe reell, weil l^ (x y) und ly^ (x y) reell. 
Es ist dann: 

X,(X,(^))=0 X,(^)==F(gp), 
Hier ist F {g>) ebenfalls nicht identisch gleich 
Null. Durch Einführung einer reellen Funktion * von 
9> als neue Veränderliche kann dann, wie unter I ge- 
zeigt wurde, 

X,(*) = X,(^)=l 

gesetzt werden. Ebenso kann eine reelle Grösse ^ so 
bestimmt werden, dass 



— 47 — 
X,(tp) = |, (xy)J-J+'?,(xy)^ = l 

wird. 

Führen wir 

als neue reelle Veränderliche ein, so erhalten wir: 

x.(f) = x,(#)^^ + x,w^=^-| 

X.(f) = X,(*)^ + X,(,p)^=^. 
also die Form: 



Nachdem dies gezeigt, können wir leicht auch den 
zweiten Teil unserer Behauptung nachweisen, dass 
nämlich reelle dreigliedrige Gruppen, welche oo^ Curven- 
scharen invariant lassen, durch reelle Yariablenänderung 
die Form 



p q xp+yq 



erhalten können. 

Sind Xi (f), Xa (f), X3 (f) drei unabhängige Trans- 
formationen einer solchen druppe, so bilden nach einem 
bekannten für r-gliedrige Gruppen giltigen Satze die 
durch Klammeroperation erzeugten Transformationen 
(Xi Xk) eine invariante Untergruppe.*) Diese invari- 
ante Untergruppe ist in unserm Fall sicher reell und 
kann daher durch reelle Yariablenänderung die Form 
p , q erhalten. Gleichzeitig erhält die dritte infinitesi- 
male Transformation die Form: xp-f-yq; demnach 
kann jede reelle dreigliedrige Gruppe, welche 00 ^ Ourven- 

*) Lie, „Archiy for Mathematik 0^ Natorridenakab'' Chris- 
tiania 1883. 
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scharen invariant lässt, durch reelle Yariablenände- 
rung die Form erhalten: 



P q ip + yq 



Somit ergiebt sich das 

Theorem: Alle reellen Gruppen der zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, welche oo^ 
Differentialgleichungen 1. Ordnung invariant 
lassen, können durch reelle Yariablenänderung 
eine der bekannten typischen Formen erhalten. 



§ 6. 

Die reellen Gruppen der zweifach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit, welche ao ^ Curven- 
scharen invariant lassen. 

Alle Gruppen in x und y, welche qo ^ Ourven- 
scharen invariant lassen, sind nach Herrn Lie ein- 
gliedrig und enthalten daher eine unabhängige infinite- 
simale Transformation von der Form: 

X(f) = |(xy)^ + .,(xy)^. 

Hierin sind g und 17, in unserm Falle der reellen Gruppen, 
reelle Funktionen ihrer Argumente. Bedeutet nun 
^ = Const. eine Losung der Differentialgleichung: 

SO ist g>(xj), wie schon öfters angegeben wurde, reell. 
Es leuchtet andererseits ein, dass die reelle Differen* 
tialgleichung 

eine reelle Lösung ^ besitzt. Führen wir nun ^ und 
9) als neue reelle Variable ein, so wird: 
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und wir erhalten daher durch reelle Variablenänderung 
die kanonische Form: 



Hieraus folgt das 

Theorem: Alle reellen Gruppen der zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, welche qo ^ 
Differentialgleichungen 1. Ordnung invariant 
lassen, können durch reelle Variablenänderung 
die Form erhalten: 



Schlnssbemerknng. 

Im Vorausgehenden ist die Eeduktion aller reellen 
druppen einer Gieraden und einer Ebene auf kanonische 
Formen durchgeführt worden. 
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besuchte ich die köngl. Eealschule dort, alsdann die 
königl. Industrieschule in Nürnberg. Nach Absolvierung 
derselben studierte ich an der königl. Universität und 
königl. techn. Hochschule in München und bestand, 
nachdem ich mich der Absolutorialprtifung am königl. 
Kealgymnasium in München mit Erfolg unterzogen hatte, 
im Oktober 1886 das Lehramtsexamen für Mathematik 
und Physik. Vom 1. November 1886 wirkte ich als 
Lehrer an der Gewerbe- und Handelsschule in Dürk- 
heim a. H., seit 1. Oktober 1888 bin ich in gleicher 
Eigenschaft an der öffentlichen Handelslehranstalt in 
Leipzig. Hier war es mir vergönnt, an den Vorlesungen 
und Übungen der Herren Prof. Dr. Lie, Geh. Eat 
Prof. Dr. Wiedemann und Prof. Dr. Engel teilzu- 
nehmen und erlaube ich mir, den genannten Herren 
meinen Dank auszusprechen für die freundliche Bereit- 
willigkeit, womit sie mir diese Teilnahme gestatteten. 



<-— <*>—«8^ 



y^ 



